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CLASSIFICATION DER FLACHEN NACH DER TRANSFORMATIONSGRUPPE
THRER GEODATISCHEN CURVEN.

Bei Untersuchungen tiber gewshnliche oder partielle Differential-Gleichungen
verdienen solche Eigenschaften derselben eine besondere Aufmerksamkeit, die bei
beliebigen Punkt-Transformationen (oder Beriihrungs-Transformationen) ungeéindert
bleiben. Wichtig ist ein solches Studium, u. A. auch deswegen, weil bei den gewthn-
lichen Integrations-Methoden eben solche Eigenschaften in Betracht kommen. In
genauster Verbindung mit dem soeben besprochenen Probleme steht die Aufgabe, zu
untersuchen, ob eine oder mehrere vorgelegte Gleichungen durch zweckmiissigen Coor-
dinatenwahl auf eine gewisse Form gebracht werden konnen®).

Die hiermit definirte Untersuchungsrichtung, die ich seit 1872 consequent ver-
folgt habe, fihrte ich fur die partiellen Differential-Gleichungen 1. O.; wenn ich
nicht irre, gliicklich durch in einigen Abhandlungen, die in Mathematische Annalen,
Bd. VIII, IX, XI gedruckt sind. (Sieh auch die Berichte der Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Christiania, 1872, 1873 und 1874).

Was partielle Differential-Gleichungen hoherer Ordnung wie auch gewthnliche
Differential - Gleichungen betrifft, so habe ich mich bis jetzt wesentlich auf Andeutun-
gen beschriincken mtissen. Es war mir in der That nothwendig, zuerst eine umfangs-
reiche Hiilf-Theorie, die Theorie der Transformationsgruppen zu entwickeln. In Got-
tinger Nachrichten 1874, N© 22 gab ich eine Aufziihlung von allen Gruppen einer
zweifach-ausgedehnten Mannigfaltigkeit, indem ich zugleich angab, dass sich hierauf
eine rationelle Integrations-Theorie solcher Gleichungen

Sfleyy'...y®)=0

~

*) Wiinscht man z. B. zu wissen, ob aus einem vorgelegten Systeme Gleichungen zwischen
&Ly &g...TypPy...pn und den hoheren Differential-Quotienten von z eine gewisse Anzahl der Grossen
x, p weggeschafft werden kann, so geniigt es, die Transformationsgruppe des betreffenden Gleichungs-
Systems zu bestimmen.

1
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die tberhaupt eine Transformationsgruppe besassen, begriinden liesse. Sodann gab
ich in Arkiv for Matkematik og Naturvidenskab Bd. 1. und III. in vier Abhandlun-
gen eine ausfithrliche Theorie der Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit. Und in weiteren Abhandlungen beabsichtige ich die Transforma-
tions-Theorie einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu entwickeln.

Indem ich mich jetzt zur Verwerthung meiner Transformations-Theorie fur
gewohnliche Differential-Gleichungen wende, halte ich es fur zweckmiissig, zuerst an
einem speciellen Beispiele die Tragweite und tiberhaupt das Wesenm einer Untersuch-
ungsmethode auseinanderzusetzen. Und hierzu scheint mir die Differential-Gleichung
der geoditischen Curven eciner Fliche sich sehr gut zu eighen. Ich werde daher ver-
suchen in der nachstehenden Abhandlung die Transformationsgruppe der soeben be-
sprochenen Differential-Gleichung zu untersuchen.

Ist das Bogenelement einer Fliche auf die Form

ds' = F(xy) da dy

gebracht, "so werden die geodiitischen Curven dieser Fliche bekanntlich durch die
Gleichung 2. O.

Fd’y_dF dy dF(dy )’

dz¥~ dx dz = dy \de

bestimmt. Ist nun F eine arbitriire Funktion von z und y, so gestattet diese Gleich-
ung keine infinitesimale Punkt-Transformation. Das heisst, es ist in diesem allgemei--
nen Falle unmoglich den Grisssen  und y solche Incremente

Jez=§xy)dt, dy=n(zy)dt

zu geben, dass jede geodiitische Curve in eine ebensolche, infinitesimal benachbarte
Curve tibergefiuhrt wird. Es stellt sich daher. die Aufgabe, die Grisse F in allge-
meinster Weise derart zu bestimmen, dass die Differential-Gleichung der geod#tischen
Curven eine infinitesimale Transformation gestattet. Ich zeige, dass es drei verschie-
dene Fliicken-Classen giebt, die diese Forderung erfiillen. 1) Entweder kann F durch
Einfithrung von zweckmiissigen Funktionen bez. von z und von y als neues 2 und
als nenes y die Form
F=e*db(x —y) (e = Const.)

erhalten. Jede hierher gehirige Fliche besitzt die charakteristische Eigenschaft auf
x' mit ihr achnlichen Flichen abwickelbar zu sein. 2) Oder auch kann F die Form

y 9(@) + P(z)
erhalten. Dabei sind ¢(z) und (x) niher bestimmt durch zwei gewohnliche Difte-
rentialgleichungen, die ich integrire. Oder endlich kann F die Form

F=¢(z+y)+ Pz —y)
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erhalten®). Dabei sind wiederum ¢ und.< durch gewihnliche Differential-Gleichun-
gen als Funktionen ihrer Argumente niher bestimmt. Ich gebe mehrere bemerkens-
- werthe Particularlosungen dieser Gleichungen, die jedoch mioglicherweise noch weitere
Liosungen besitzen konnen.

Ich suche sodann alle Fliichen, deren geodiitische Curven mehrere inf. Trans-
formationen gestatten. Diese Transformationen bilden dabei eo ipso eine Gruppe.
Indem ich Beltram’s und Schldfl’s Untersuchungen tiber Flichen von constantem
Kriimmungsmaase mit meinen eigenen Untersuchungen tiber Transformationsgruppen
verbinde, erkenne ich, dass nur die Flichen von constantem Krtimmungsinaase mehr
als dre: und zwar acht infinitesimale Transformationen ihrer geoditischen Curven
gestatten.

Ich suche zundichst alle Flichen, deren geodiitische Curven mehrere conforme
inf. Transformationen gestatten, lch zeige, dass alle diese Flichen durch die Gleichung
F=A4.(z—yr
bestimmt sind. (Unter diesen merkwiirdigen Flichen findet sich insbesondere die Ro-
tationsfliiche einer Curve 3. O. mit Spitze). Soll unsere Fliche mekr als zwei con-
forme inf. Transformationen gestatten, so muss m== —2 sein; dann aber hat sie con-

stantes Kriimmungsmaas.

Ich suche sodann alle Flichen, die sowohl meiner ersten wie meiner zweiten
Classe angehoren, deren Bogenelement daher sowohl die Form

ds* = e** db(x — y) dx dy

ds'=(y 9(z) + B(a)) dwdy
erhalten kann. Ich zeige, dass alle derartige Flichen durch die Gleichung
' F=yx+D (D = Const.)

bestimmt sind. Alle diese Flichen gehtren zugleich meiner dritten Classe; ihre geo-
ditische Curven gestatten dre? verschiedene infinitesimale Transformationen. Diese
Fliichen sind die einzigen, die gleichzeitig der zweiten und der dritten Classe an-
gehoren.

Ich suche endlich alle Flichen, die gleichzeitig der ersten und der dritten

Classe angehtren. Ausser der frither genannten Flichen F—yxz 4 D giebt es noch
weitere Flichenfamilien z. B.
F=z-}1y,

A B
=t te—p"

wie die Form

die diese Forderung erfilllen. Ich bestimme alle diese Fliichen.

*) Liouville bestimmt die geoditischen Curven aller Flichen, deren Bogenelement die Form

ds? = (gp(x+ y) + O(x — y)) dedy besitzt. .
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Nach Jacobr kennt man einen Multiplicator der Differential-Gleichung der geo-
détischen Curven. Kennt man nun zugleich eine inf. Transformation dieser (Gileichung,
so ist es nach einem Satze von mir (Math. Ann. Bd. XL, p. 508) im Allgemeinen -
moglich eine oder unter Umstéinden sogar zwei Losungen durch Differentiation herzu-
leiten. Diese Theorie giebt mir eine bemerkenswerthe Bestimmung der geodiitischen
Curven aller Flichen, die der zweiten oder dritten Classe angehoren.

Bekanntlich hat Christoffel schon frither eine Classification der Flichen nach
dem Verhalten der auf der Fliche gelegenen geodiitischen Dreiecke gegeben (Ab-
handlungen der Academie der Wissenschaften zu Berlin, 1868). Wenn ich nicht
irre, ist jedoch das Christoffelsche Eintheilungs-Princip von dem meinigen giinzlich
verschieden. Nach meiner Auffassung hat mein Classifications-Princip einen mehr
elementaren Charakter als das Christoffelsche. In Folge dessen ist es mir grissten-
theils gelungen, diejenigen Flichen, die meinen verschiedenen Classen und Unterclas-
sen angehoren, wirklich zu bestimmen. Auf der anderen Seite brauche ich nicht
hervorzuheben, dass Christoffel’'s Abhandlung einen allgemeineren Charakter als die
meinige besitzt.

§ 1.
Analytische Formulirung des Problems.

1. Soll die lineare partielle Differential - Gleichung
d daf d
Mﬂ=X£+Y@+Zé:O
die infinitesimale Transformation
af af af
B(f)—_-§$+'7 ;;_,'/‘+7 i

gestatten, so ist nach meinen fritheren Untersuchungen (Christiania, Gesellschaft der
Wissenschaften, 1874, p. 255 u. s. w; Math. Annalen Bd. XL, p. 495 u. s. w.) dazu
nothwendig und hinreichend, dass eine Relation der Form

A(B(f)) — B(A(S)) =g(zy2). A(f)
identisch stattfindet.
Sei jetzt vorgelegt eine gewvhnliche Differential-Gleichung 2. O.
. ds d ,
(1) ey =v(2y & =viyy)
und lass uns verlangen, dass dieselbe die infinitesimale Punkt-Transformation

(2) Fz={§xy)dt, dy=ry(xy)dt



— 5 —

gestattet. Um diese Forderung analytisch zu formuliren, berechne ich zuerst den Zu-

. . . ( . < oo . . .
wachs des Differential-Quotienten :1": vermoge der inf. Transformation. Es ist
ddy ddz
0 dy e W g
ot dz — dar? !

und durch Vertauschung der Symbole J und d kommt

J clz/ dx d- --—dy.d- dzdr]—-—-dy(h
Ot dr” Lu"" dx?

0 dy (lr, + dy dy  dy dE  (dy\*dE
S8t da dar dy de de ~ \de dy )

Folglich wird die infinitesimale Punkt-Transformation (2) nach unserer gewihnlichen
Terminologie repriisentirt durch das Symbol

woraus

= df o df dy dy dy dy d§ dy’ d&\ df
B(f)=¢ 4, + Ii'y"+ de T ds dy T de de T de lly) dy

wo § und 7 nur von z und y abhiingen.
Andererseits ist die Gleichung (1) bekanntlich aequivalent mit der linearen
partiellen Gleichung

d, , d P/
af) =2 +y g';—kw(wyy ) 33;:0-

Soll daher die Gleichung (1) die inf. Transformation (2) gestatten, so ist dazu noth-
wendig und hinreichend, dass eine Relation der Form

A(B(N) — B(A(f))=1.A(f) j

stattfindet. Aber (ii&qe Gleichung list sich in die drei folgenden anf

+ =2

dn /h/ (l)] d§ ,d§ e
+ ( +y d‘"y'—y d.c ’dy)'—)'.'/’
dy , d3g ,q A3

d’f/
s TV Gty Y et Y @y
’ ”7 ’ , A3 g @&
+y (z,,—di;+3/ dy? —y dz dy -y dyﬁ)

(3) < d d dy
+¢ y -§_2, : § _ (lz

a4 g 35 ndE) G

(la:+y dy Y de ™Y dy dy iy,

unter denen die erste die Griosse A bestimmt, withrend die zweite identisch besteht, so
dass wir nur emme Bedingungs-Gleichung erhalten.




2. Die geodiitischen Curven einer Fliche, deren Bogenelement auf die Form
ds=VFdedy—=VF.y.dx

gebracht ist, sind nach den Regeln der Variations-Rechnung bestimmt durch die

Gleichung -
3 [YFy.de=0,
oder durch die aequivalente Differential-Gleichung

dVFVy) 4 dVFVy )
dy dz dy’ 0,

die durch Ausfiihrung die Form,

Ay (l(logF)_7,,d(logF)
=Y e Yy

annimmt. Um die folgenden Rechnungen zu vereinfuchen, setzen wir

log F=1w,
und also wird

ds —e? Vy'd.c

die Form des Bogenelements und .
d’y dw e AW
de? — ]/ —y"! dy

die Differential-Gleichung der geoditischen Curven.

3. Sollen daher die geoditischen Curven einer Fliche die inf. Punkt-Trans-

formation § ;ia—f + 7 %—‘ gestatten, 80 ist nach Nummer 1 dazu erforderlich und hin-
reichend, dass die Gleichung
d? I/l ’ dir A d s ll d? E ’ ’ ag S
da? T2y (l.zdy —y dxt d.w:dy+'/’_ Jady
,dw 9 dw\ [ dy ag , a8 diw ,9 A3w
+HrE—r gy —a-wg|-Hlra-rug)
rn d w d§ g d§ ’
'/(y dedy ) (da:+ dy Var =Y 4y (d.r 2/ "y‘)
_( vdw ,dw)( d_§)_0

stattfindet. Aber diese Gleichung zerlegt sich da §, 5 und 2 nur von = und y ab-
hiingen, in die vier folgenden:
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3 " (h], dw

Aot s dr =0
dE d§ dw
Tty ="
(4) d*y d2§ - Aw d3w 9 dy dw dw df 0
- T e g i ey A

a2 dty . diw diw d§ dw dw dy
2oy T TRty Ty e Ty =0

mit deren Integration wir uns jetzt beschiiftigen werden. Dabei werden wir drei ver-
schiedene Fiille separat behandeln mussen. Im Paragraph 2 behandeln wir den an-
scheinend speciellen Fall, der sich jedoch als der allgemeinste Fall ergiebt, dass

di

an __ , ,‘E_g_:o

dx dy
ist. Dieser Fall lkisst sich bekanntlich geometrisch dadurch charakterisiren, dass die
betreffende infinitesimale Transformation conform ist.

In Paragraph 3 erledigen wir sodann den Fall, dass die eine unter den Grossen
dg .
dy
setzen wir voraus, dass diese beiden Grissen von Null verschieden sind.

—(d l.z- gleich Null, die zweite von Null verschieden ist. Endlich in Paragraph 4

§ 2.
Gestatien die geoddtischen Curven eine conforme inf. Transformation, so lisst sich die Fliche
abwickeln auf eine Spiralfliche.

4. Verlangen wir, dass

& dy
fdy_(), E_.(),

sein soll, so sind die beiden ersten Gleichungen (4) eo ipso identisch erfillt; wiihrend
die beiden letzten (leichungen (4) in die folgenden tibergehen

d*g d3w diw dw d§
Wt T eyt E =0
d®y . d3w’ dw | dw dy
T Lyt g Tt g ="
Dieselben sind vollstéindige Differential - Quotienten :
d|dE  .dw , dw
s tag)=0

d [dy dw dw\
il HEEHig)=0



und also kommt durch Integration
a§ dw dw
‘ o +§ 5 =W

d . dw dw
)

Hier kdonnen nun verschiedene Fiille eintreten, indem § und 7 entweder gleich Null
oder von Null verschieden sein kénnen. | ‘

Sind § und 7 beide von Null verschieden, so kdnnen wir, indem wir zweck-
miissige Funktionen «’(z) und y'(y) als neues = und neues y einflihren, immer errei-
chen, dass & und 5 gleiclr 1 werden. In der That es ist

or' da’ dxr  da’
T dz 8t dz O
dy' __dy dy _ dy

et —E

WAy BT dy
Man braucht daher nur ' und y’ durch die Differential-Gleichungen

dz’ . dy’
& f=b =1

zu bestimmen, um das erwiinschte Resultat zu erreichen. Wir konnen daher in (5)
§=1, und 5y=1 setzen. Dies giebt

dw dw
dr + dy =¢(y),
dw

d
-,5 + dy =f(=),
woraus folgt, dass ¢(y)=—=f(«) = Const. sein muss. Also wird
w =gz —y)+ Az (4 =Const.),

e =eP(x —7y),

(5)

womit der Fall, dass § und 9 beide von Null verschieden sind, erledigt ist.

Da & und 4 nicht gleichzeitig verschwinden dtirfen, inden sonst unsere inf. Trans-
formation alle Punkte der Fliche invariant liesse, so steht jetzt nur der Fall zuriick,
dass die eine der Grissen & und 7 verschwindet, withrend die zweite von Null ver-
schieden ist. Sei z. B. '

E=0, 720.

Alsdann kinnen wir immer ‘durch Einfithrung einer zweckmiissigen Funktion von y
als neues y erreichen, dass =1 wird. Also gehen die Gleichungen (5) in

1
".i;f’ =g(y) =f(x)=4
ttber; woraus



— 9 __

w=Ay+f@), =Y. X@)
Dies ist aber eine developpable Fliche.

5. Die Gleichungen (5) sind einer eleganten Interpretation fihig, wie ich jetzt
zeigen werde. Aus (5) folgt zuniichst

o) — =@ — 5

woraus, indem ich mit B eine Constante bezeichne,

o) =B— 4

(®) at ‘

f@)=B— dz
Dies vorausgesetzt, denke ich mich auf die Gleichung
) ds* =e“dx dy
unsere inf. Transformation ausgefihrt. = Es kommt

é dw ., d ' o 0
g @) =e |G s+ | dwdy e 3 (dody);

nun aber ist
: (da:dy)—_—d(%)dy—{—dx.d(%):dgdy—l—dxdq;

also wird
d - dw . , dw 1§ 1
S (st = {dwdy(,iﬁg+dﬂy<,,+zh+;;l
woraus durch Berticksichtigung von (5) (6) und (7)
' d‘

< (ds") = Bds®
oder
d B

Durch unsere inf. T ranéfurmation werden daher alle Lingen nach demselben
Verhiilinisse gelindert®).

Y

*) Es ist iibrigens aiisserst einfach diesen Satz durch synthetische Betrachtungen zu beweisen
und gleichzeitig auf n Dimensionen auszudehnen. Durch unsere inf. Transformation gehen nehmlich alle
oo! durch einen Punkt gehenden geoditischen Curven in einc ebensolche Curven-Schaar iiber. Und da
die Transformation conform sein soll, so geht jeder geoditischer Kreis, der die vorgelegte Curven-
‘Schaar orthogonal schneidet, in einen geoditischen Kreis iiber. ~Aber hieraus folgt unser Satz als
Corollar.
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In friiheren Abhandlungen (z. B. Math. Ann. Bd. 5, pg. 204, 1372) beschiftigte
ich mich gelegentlich mit Flichen, die eine beliebige, gleichzeitig lineare und con-
forme, infinitesimale Punkt-Transformation gestatteten. Ich zeigte, dass die Haupttan-
gentencurven und die Kriimmungslinien dieser Flichen, die sowohl 'die Rotationsfliichen
wie die Schraubenflichen als specielle Fiille uinfassen, bestimmt werden konnen. Ich
zeigte ferner, dass die Bestinmung der geoditischen Curven dieser Flichen, die ich
Spiralflicken genannt habe, nur die Integration einer gewdhnlichen Differential-
Gleichung erster Ordnung verlangt.

Es ist nach dem Vorangehenden einleuchtend, dass das Bogenelement einer
jeden, Spiralfliche, wie auch jeder auf eine Spiralfliche abwickelbaren Fliche die Form
ds* =e* db(z—y)
besitzt. Andererseits ist auch nicht schwer zu erkennen, das jede Fliche, deren Bo-
genelement diese Form besitzt, auf eine Spiralfliiche abgewickelt werden kann. Da
indess Herr M. Lery (Comptes rendus 18 November 1878), wie ich wihrend des
Druckes dieser Abhandlung bemerke, soeben diesen letzten Satz bewiesen hat, kann

ich mich darauf beschrincken, auf die citirte Note, die ausserdem einen anderen ele-
ganten Satz enthilt, zu verweisen®).

§ 3.

Erlediqung des Falles .;‘j.:o, %2 0. Die zweite Flichen- Classe.

Wir erledigen jetzt die Hypothese

df d

S =0, L=z,

dy dx

Indem wir zweckmiissige Funktionen «’(x) und y’(y) als neues & und neues y einfith-
ren, erreichen wir, dass die unserer Hypothese entsprechenden Flichen keine arbitriire

Funktion sondern nur gewisse Constanten enthalten. Wir bestinmen alle diese Flichen.

6. Die Bedingungs-Gleichungen (4) reduciren sich in unserem Falle auf die
drei Gleichungen '

*) Man erhilt die sligemeinste Minimalfliche, deren geoditische Curven eine conforme infinite-
simale Transformation gestatten, wenn man setzt

F(s)=(C, + C,i)am+m

Man erhiilt einc wolche Fliche, indem man diejenige Minimalfliche bestimmt, die eine logarithmische
Spirale als geodiitische Curve oder als Kriimmungslinie enthilt.
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a*y _ dydw

s dx? dr dv 0’
, d?y d3g L dw d3w dy dw dw d§
(10) ) 41:::.(ly - l_l.’l" S (izdy+ dr dy dr de — =0,
d’)/ diw d*w , dw dy
«T§ da:dy+l dy? ’1—@“ -dy—o'

Die erste giebt

7oy 4y w
(11) . }(y);‘l‘%:e ’

wo Y verschieden von Null sein muss; die dritte giebt

(12) DA § 5+ G =/ @)

Um die zweite zu integriren, bemerken wir, dass diese Gleichung folgendermassen ge-
schrieben werden kann

d dy d§ L dw dw di; dw
5(2 "l SE T @)4'3 &y =

Nun aber ist wegen (11)

Y drl > d 17 - d1/ dw
dz + ) ly =1 (Iy
also kommt
d d; dE ; dw dw
F / o e —
dy  da Sdx T d:/ +3 Y K )
woraus
dy df _dw dw
(13) 5@—%—55—7/,,74—3——11—%1/)

Ehe wir weiter gehen, zeigen wir, dass ) durch zweckmiissicen Coordinaten-
D b . (@)
wahl gleich 1 wird. Sei in der That y’ das neue y, withrend das alte = behalten
wird. Alsdann ist =

w ___ v dyl
e —¢e d—y ’
dy dy dy

dy __ dy gl' .
de ™~ dy dr’

und also giebt (11):

(l_y (lr/ dy'
(.’/) ,1y - _(_i;
oder

v (2] 4
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4

Bestimmt man daher 3’ durch die Gleichung

dy' =YY .dy,
s0 kommt
d?)' e
a‘ - e .

Hieraus folgt sogleich, dass man in den Gleichungen (11) (12) (13) ohne we-
sentliche Beschréinckung Y =1 setzen kann. Und also ist die gesuchte Fliichen-
Classe bestimmt durch die drei Gleichungen

dy v
==
. d .dw dw
(14) ;13' +$ dz +n @—_f(z), |
dy d§ . dw dw
by e 5T TN g =)

die wir noch einmal integriren werden. Hierbei konnen zwei verschiedene Fille ein-
treten, die wir separat behandeln miissen.

7. Ist §= 0, so konnen wir immer die Grosse z derart wihlen, dasy §=

wird. Alsdann nehmen die Gleichungen (14) die Form

(15) =, @)

dy dw dw
s 5 dy = " @=(l’(.'/),

(15) 6 5 =/(@) + ¢ly) =F@) +7(9)

und durch Integration
6y =yf(z)+(y)+ F),

(16) { 6e* =y f'(z)+ F'(z).

Nun aber ist (15,2)

(i =)o+ @ g, =0,

dy
also kommt

g (f+a"—6f)(yf + F)+6(yf"+F")+/(yf+a + F)=0,
(17) (W' +F)n" +f'a+96/" —4ff )+ (6F" —5fF +f'F)=0
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oder endlich
3 L@+ F)a) 96" — 4ff) + 6F" — 5fF' - F) =0,

woraus durch Integration

(1" + F)n+y(3f" —24f) + Y6 " — 5fF £ F) + b(z) =0,
PRSP = Bf") £ Y= BF" LB F —[F) = 0()

n(y)= T X
so dass 7n(y) jedenfalls die Form

a(y)=ecy—+c,+ y—f—"(_—f_)—,, :

besitzt, wobei ¢, und ¢, Constanten sind. Ist nun ¢(z) = 0, so muss, da 7 von =z
unabhiingig sein soll,

;%?) = Const.—= L, ;,(,—'8) = Const. = M

sein. In diesem Falle wird (16,2)
. , 1
‘ Ge =r(x)(ijy:+ﬂ) )
sodass die betreffende Fliche developpabel sein muss. Indem wir daher von den
developpablen Fliichen wegsehen, kinnen wir setzen

61=1/@) 4,3+, + Fla).
Hierdurch geht (17) tiber in
(1 + F) e, £,y +0) + 965" — 4fF) + (6 F*— 5fF +f'F) =0,

woraus

(16")

| 6/ —4ff 426,/ =0,
| 6F"—5fF 4-f'F+c F' +eyf =0,

Unm diese Gleichungen zu integriren, zetzen wir

f_cgl :fl’ F+ca=Fn

(18)

woraus . :
(19) M= S=0
6F " — 5fF' 4 fF e F' =0,

Die erste Gleichung giebt

3/11 =ﬂ+a’7

e+ b ;
f;:afgag—;——-—)zf——- -;-

woraus, wenn a =z 0, folgt



wihrend, wenn ¢=0, folgt
—3 c
L= 0= 3
Um jetzt die Gleichung
6F"—bfF'4-f'F +4c F' =0

zu integriren, bemerken wir, dass F,=/--c, wegen (18,1) ein particuliires Integn al
derselben ist. Daher setzen wir

F,=(f+r¢)Q(z),
und erhalten zur Bestimmung von £2:

18
6 +(c,—5f)dz 12 7+f —0,

woraus, wenn a = 0, durch Division mit 3:

2dQ ) 1 u( —I—b) a(LT+4

o Tyade—ow +1 =0,

und durch Integration

N*— Ae .’_008_5 i%ﬂ) . (3 %_l_ a.tg. a('z:;.’_b) - .

Eine Quadratur giebt darnach £2.
Ist a=0, so kommt

dsy
2 — 5 6drt5 ,+4f+(—0

woraus
Qr=de® @by e .3 ),
- 2 a+4b
sodass £2' auch jetzt durch eine Quadratur gefunden wird.
Hiermit sind alle Flichen, die der Annahme
d&
dy
entsprechen, bestimmt.  Wir werden spiiter insbesondere auch diejenigen hierher ge-
hirrigen Flichenfamilien bestimmen, welche reelle Fliichen liefern®).

1
=0, 720 £20

de =

*)  Soll die Fliche ¢*=yf’ 4 F’ constantes Krimmungsmaas haben, so muss bekanntlich
W'+ FO S —yf"+ FN S

S+ F?
sein. Dies giebt F'f"— F"f'  woraus AF' - Bf' =0, was nur developpable Flichen liefert.

= Const.
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8. Es steht zuriick, diejenigen Flichen zu bestimmen, welche der Annahme

dy,

dr -

0, §=0

entsprechen. In diesem IFalle nehmen die Gleichungen (14) die Form

dy
dz

—_—pt
_.e,

oy dw

(] —
o =)

d d ,
5 'd% | (';; =¢(y) =7'\y),
woraus
o ,
6 d;l :f(w) + B (.’/)7
6 9=y f(x) 4 a(y) + F(x),
und

6 = 6=y f () + F'(2).

Diese Werthe eingesetzt in die Gleichung
(=)o n g =0
geben
(20) (' — 5N f +F)+(f+ a4 F)f =0,
| G Wf -+ F)a)— affy— bfF + Bf =0,
A =cyte+ i

wo wir wie in der vorangehenden Nummer erkemnen, dass die Annahme c(x) % 0
nur developpable Flichen liefert. Also kidmnen wir setzen

A(Y)=eyy+ o,
sodass (20) die folgende Gestalt annimmt

(e, =8/ (f"+F)+@f ey 4+ F)f =0,
(2¢, — 4f)f =0,

sodass f— A= Const. wird. Also wird e” eine Function allein von x. Und folglich
liefert die Annahme &=—=0 nur deceloppable Flichen. .

woraus
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§ 4.
Der Fall ‘;.i 20, 5 2 0. Die drite Flachen- Classe.
Ich behandle jetzt den Fall
& ;
Zj = 07 ZZ = 0

und zeige, dass man immer die Coordinaten = und y derart wihlen kann, dass e® die

bemerkenswerthe Form
e*=y(x+y)+ Hz—y")

erhilt. Dabei sind die Grosen y und ¥, deren jede nur von einem Argumente
abhiingt, bestimmt durch gewthnliche Differential - Gleichungen, die ich allerdings
nicht integriren kann, wiihrend ich mehrere bemerkenswerthe Particularlosungen ge-
funden habe.

9. Die Bedingungs-Gleichungen (4)

diy dy dw 0

& e de

dsg d¢ dw 0

. dyt  dy dy T
(4) d*y a3k . d'w dw dy dw dw d§ 0
dedy  dz? % dz? d.t_Ty+ de dy =~ dz dx ’

drk dy . d*w diw &
eyt T ey Ty TPy e Ty e
gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Gleichungen geben
nehmlich :

(21) Y@ ==X

wo, wie wir zeigen werden, X und ) gleich 1 gesetzt werden konnen.
Wir filhren neue Variable «’ und y’ ein. Es ist
. dx oz - dr .,

& % T de 5

__dy oy __dy , .
’7—337 3 —33;1'7 )

Iye

*)  Liouville hat bekanntlich gezeigt, dass die geoditischen Curven einer Fliche, deren Bogen-

de* = [z + ) + ¥(z — y) ) de dy |
gebracht ist, bestimmt werden konnen. (Vergleiche Liouvilles Ausgabe von Monge's Applications d’a-
nalyse a4 la Géométrie p. 579).

element auf diec Form
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also kommt
df _ ydo A dy  dy_ o dy dy da’
XY= w oy Yo=Y aw &’
. o a% dy’
e*—¢e" d.’l) dy ’
und also nimmt (21) die Form
de df' dy' o da dy _ y dy dy dof
d dy dy — ° dz dy~ ~ dy dz’ dz

Wihlt man daher =’ und y’ derart, dass

—VXds, dy =¥ dy,
so kommt, wenn wir statt ' und y’ bez. x und y schreiben,

/ d w__ 4§
(21') == R
und
dip dw __dpdw d’g w@w __ df dw
Tody—C &y —dr dy dsdy—C d= — dy dr
Hierdurch nehmen die belden letzten Bedingungs-(xlelchungen (4) die Form
dw dw\ d dy dw
5y —z —sz )= g e Rt T Hag)=0

woraus durch Integratlon
dy d§ dw

@) 55— —fg— /d' =iy —bg+g +sdz+ d——f(w)

Die vereinigten Gleichungen (21) und (22) sind aequivalent mit den Gleichungen (4).
Die Gleichungen (21°) zeigen, dass man setzen kann
. dU U, AU
S= Uz T @ C T @ay’
und zwar ist hierbei die Bestimmung unserer Klichen-Classe reducirt auf die Bestim-
mung der Funktion U. Durch Addition der Gleichungen (22) kommt

6o — %) =f@)+ )
6(%5 — Gt | =S+ ).
Folglich besitzt U die Form
U= g(c+y)+ bz —y) + X(@) 4 ¥ (),

und es wird ,
(23) S=¢F X, =g — B Y, =g,
Es steht somit nur zurtick, die vier Funktionen ¢, &b, X, Y, deren jede nur von
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etnem Argumente abhingt, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke substituiren wir die

Werthe (23) in (22), wodurch kommt

” ” ” on (@' — ' X (@ 4 @) (¢'— D'+ ¥')
‘ 4((]’—{—‘1))—{—5Y —Xxr_® ) (¢’ + +¢'l)i‘¢?” +) (9 +-—=l(y),

(22')

) —4(g"+ 0" —5X7 4 Y TEEDEREF DA GIAID G = (s,

woraus durch Addition

61" — 6X" = i(y) +f(z)

und

(227) 6Y" =iy + 4, 6X"=4— f(z), (4 = Const.)

womit die Grissen i(y) und f(z) bestimmt sind. Hierdurch reduciren die beiden
Gleichungen (22’) sich auf die einzige Gleichung

” ” - o 2 ’ ,"——20)'0"' XI ( ’II_ u,ll’ YI ”r u,"l
(24) 0=A+44(¢p" D" )= (X" V") 2¥7 + q>’(’{)—fl)" )+ Y9+ @)

’

die die vier Funktionen ¢, &, X, }" bestimmt.

Es ist mir nicht gelungen, diese Gleichung in erschijpfender Weise zu behan-
deln, withrend ich mehrere bemerkenswerthe particulare Losungen durch specielle Me-
thoden gefunden habe. Ich erinnere im Uebrigen daran, dass man aus (24) durch
Differentiation und Elimination von drei unter den vier unbekannten Funktionen eine
gewiknlicke Differential - Gleichung zur Bestimmung der vierten Funktion herleiten
kann. (Man vergleiche Abels Werke, Bd. I, pg. 1, der neuen balderscheinenden
Ausgabe).

10. Kine ziemlich allgemeine Lisung von (24) erhiilt man, indem man setzt

X'=oaz, Y =uay,
wo « eine Constante ist. Hierdurch nimmt (24) die Form
(A—2a)¢p" +49p" ' —2¢"¢""—a(z + )" — (A —20) D" —4 D"+ 2p'D" + a(x—y) D" =),
und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen

(25) | B+(A—2a)¢" +49" — 299" —alwty) 9" =0,
| B4 (A—20)d" 44" —2d'D" —a(z —y) P =0,

wo B eine arbitriire Constante, bezeichnet.
Um diese Gleichungen, die dieselbe Form bezitzen, zu integriren, setze ich

¢+ 5 @ty=v; ¢+, @z—n="¥,
worais

(B—a—;—i—|—2a’)—|—(A—6a) YAyt —2yy” =0,

(26) ‘
( '(B—a;+2a.’)+(A—6a) 4P 29 =0,
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Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form

L4+ My 49" —2y'yp"" =0
zu integriren. Ich setze y'=%, y¥”=—wu und betrachte u als eine unbekannte Funk-

. . du
tion von z. Es ist v =u - und also kommt
dz

d
L—|—Mu—|—4u’=2zu-£ )
dz 2udu
L4 Mutda’
welche Gleichung sich unmittelbar integriren lisst. Hierdurch wird y” bestimmt als
Funktion von y’, etwa y”=F(y’); also kommt

ay’

‘I,v—(?pj=d(f"+.'/),
womit y’ bestimmt ist. Hiernach findet man y” durch Differentiation. Wenn die
Constanten I und M allgemeine Werthe haben, so wiirde die zwischen y’ und y”
gefundene Relation sich nicht auflisen lassen. Es ist indess moglich diese Schwierig-
keit zu vermeiden, worauf ich jedoch nicht niiher eingehe.

Man sieht somit, dass die Annahme X’'=—az, Y’ =—ay wirklich eine hierher
gehorige Flichen-Categorie liefert, die sich durch Quadratur bestimmen lisst. Es ist
tbrigens leicht zu erkennen, dass man ohne Beschriinckung e« =0 setzen darf.

Zu bemerken ist, dass man eine beliebige Lisung y’ von (26,1) mit einer be-
liebigen Lésung ¥’ von (26,2) verbinden kann. Insbesondere kann man ¥ =K
= Const. setzen, indem diese Annahme wirklich (26,2) identisch befriedigt. Die ent-
sprechenden Flichen sind Rotationsfliichen, deren geodiitische Curven somit zwei infi-
nitesimale Transformationen gestatten.

Es wird sich spiter (§ 5, N° 12) ergeben, dass die hiermit gefundenen Flichen
eine wohl definirte Unterabtheilung der dritten Classe bilden. Spiter bestimmen wir
einige weitere Flichenfamilien, die der dritten Classe angehiren, und welche sich
dadurch charakterisiren lassen, dass sie zugleich der ersten oder zweiten Classe an-
gehoren.

§ 5.

Bestimmung der geoddtischen Curven.

Wenn die geodiitischen Curven einer Fliche eine oder mehrere inf. Transfor-
mationen gestatten, so vereinfacht sich immer die Bestimmung der geoditischen Cur-
ven. Gehort insbesondere dic Fliche meiner zweiten oder meiner dritten Flichen-
Classe, so verlangt jene Bestimmung nur Differentiation und Quadratur, in gewissen

merkwiirdigen Fillen sogar nur Differentiation.
3‘
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Indem ich nun dies nachweisen werde, setze ich der Kurze wegen voraus, dass
das Bogenelement schon auf die Form ds®—e“dxdy gebracht ist, dass also die
Differential - Gleichung 1. O. ds* =0 schon integrirt ist. Ich bemerke aber ausdriick-
lich, dass diese Voraussetzung unnothwendig ist; wie ich bei einer anderen Gelegen-
heit nachweisen werde®).

11. Nach Jacobi kennt man einen Multiplicator

Ld 3

M=c'y *
der linearen partiellen Diffeyential-Gleichung der geodiitischen Curven

AN=0=F+yi+(vE—vG ;’yf

Kennt man nun zugleich eine inf. Transformation B(f )=§ P -|— ‘ iy -|—1// dy' , die
die Gleichung A(f)==0 invariant Lisst:

A(BL)) — BUA(S) =1 4(f),
so ist nach meinen Untersuchungen (Math. Ann. Bd. XI., pg. 508) der Ausdruck

I= B(log M)+~ >

entweder eine Constante oder aber eine Losung von A(f )=0. Ebenso ist B(I) ent-
weder eine Constante oder eine Liosung von A(f)=0.
Es ist (Nummer 1)

d ) d y d 3 ,
w=:£+y @ ydf -y dj l—dz_‘_yd ’ l°gM_? — g logy’
: d ,d g A&
Blog M) = (§ -~-+n-,—i-;") ( Lty LY
d ,d
§+ + — 2y 5 )
und also kommt
dr] d§ 1 dy
@7 2I—de+ dy+ & Wy, &
&
welche Grosse offenbar nur dann eine Constante sein kann, wenn gleichzeitig: %;:0,
%—_— 0 ist. Bestehen diese beiden Gleichungen, so ist

*)  Wenn andererseits eine Fliche auf eine Rotationsfliche abwickelbar ist, so geniigt eine Qua-
dratur zur Bestimmung ihrer geoditischen Curven, auch dann wenn die (Heichung ds?=0 nicht schon
integrirt ist. Hierbei wird jedoch vorausgesetat, dass die Fliche nicht von constantem Kriimmungs-
maase ist.
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dw

I'_l:dx-{- d_y+ +

und dieser Ausdruck ist nach den Gleichungen (5) und (6) wirklich eine Constante.
12. Wenn also unsere Fliche der zweiten oder dritten Classe angehort, so
findet man eine Lisung 21 durch Differentiation. Es ist leicht nachzuweisen, dass
man in gewissen Fillen eine weitere Losung durch Differentiation herleiten kann.
Ich setze

_ dE\  dE , dy 1
I—'BI 3 da:+ dy+ + A &y’
Il=a'—ﬁy,_7y—

und bilde den Ausdruck B(I), der entweder eine Losung oder aber eine Constante
gein soll. Es ist

BI)=He) = BEY —B0)y — (=7 | (G +v G —v G~ )

dy
woraus

Bl)y=Be)—f & —y Sy (Bo)+p2—p %)~ L (B —y By &
+3/"ﬁ dy +y“a 7 d;

Um zu entscheiden, ob dieser' Ausdruck der nur dann eine Constante sein kann,

wenn gleichzeitig die Grossen 2 _[)’ und iy =7 verschwmden, eine von I unab-

hiingige Losung darstellt, bilden wir den Ausdruck
B(L) — Ii=

der wiederum eine Lisung ist. Es ist
d
L=Ba)— B3l —y o —a'—28y—y (B +B Y —B 4 —20)
a§
—7(3(7)—77;;+7a‘;—2a7)-

Ehe wir weiter gehen, werden wir annehmen, dass die Kliche der diiten

1 d
= ;17 dE , und also kommt

L=Be)— 48— —(y+ | B —2e8)— (v — ;) 8(F— %)
andererseits ist in diesem Falle '

[—a— (y'+-y1-,-)/3, B=0.

(28)

Classe angehort. Alsdann ist S—y—=e"
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Ist daher die Grosse % — Zj verschieden von Null, so ist I, unabhiingig von I,

so dass wir in diesem Falle zwer Lisungen durch szerenh'ah’oﬁ erhalten.
Ist dagegen (vergl. hier und im Folgenden § 4)

d d E » " rn ”»” ]
(IZ =0=Y"(y) —X"(z); Y"=X"=a=Const.,
80 18t

Bf)—2af= Be)— 5 (e tn it Oy 8o
= Ble)— g—B(w).e“—»g- (2(p" + ")+ X"+ ¥")er

1 0 4 ” ” "° 4 0
=-3-B(e)— —g-((p +d")e — 5 ac
Und da Formel (24) durch die Substitution X”—=—7Y"='a, indem man zugleich mit
der Grosse e”=¢" — " multiplicirt, die Gestalt
(4 —2a0) (9" — P")F- 49" — P") (9" +P") — Bl¢) =0
erhiilt, so kommt

Bf)—2af=25" (9" — ) ="F" 4,
woraus
=Bo)— 4" — [y + ) 15 B,
L— A3 L =Be)—4p— o — 5% a=flay).
Die Lisung I — A ;6(' I enthilt na.ch ihrer Form jedenfalls nur die Grissen z

und y, und muss somit eine absolute Constante sein. Hiermit ist nachgewiesen, dass
die Grissen I und I, fiir eine Flicke der dritten Classe nur dann unabhiingige Lii-

. "2 ag . .
sungen sind, wenn die Grisse —ZZ — ,Zj von Null verschieden ist.

Lass uns jetat annehmen, dass unsere Fliiche der zweiten Classe angehort, und
laxs uns untersuchen, ob I, und I, in diesem Falle unabhiingig sind oder nicht sind.
Jetzt “'ird

1 - 1 ay
I —=a— g r=e I =B(e) — o — J By)—y dy+7 £—2a7
Es fragt sich, ob der Ausdruck I, — K1 bei passendem Wahle der Constante K
identisch gleich einer Constanten werden kann. Es ist

dy ' L1 - b ,dy 1 ,d§
B(/)_— dl/+ -d'r- 2a/_§B(e)—_3.e @——}——3—8 dr '

Andererscits ist wegen (14) (15%) (16")
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Bw)—5 ZZ._F%’:—(p(_p/)z—c,:lest.;'

also kommt
¢

- dy d& v c
By)—y 75'1'2’ (L:. —20y=— i —3:" 7
Hieraus folgt die Existenz einer Relation der Form

Is+ g 11 =f(.22]/)

wo die Grisse f, die eine Lisung sein soll, eine absolute Constante sein muss. Fiir
eine Fliiche zweiter Classe sind somit die Liosungen I und I, niemals unabhiingrg.

Die Bestimmung der geoditischen Curven einer Fliche, die auf eine Spiral-
fliche abwickelbar ist, reducirt sich nach meinen allgemeinen Theorien leicht auf die
Integration einer gewthnlichen Differential - Gleichung erster Ordnung. Diese (Gleichung
scheint jedoch nur in speciellen Fillen integrirbar zu sein.

§ 6.

Die Form der Transformations- Gruppe.

Ich gehe jetzt dazu ither, alle Flichen zu bestimmen, deren geoditische Cur-
ven mehrere inf. Transformationen gestatten. Diese Transformationen bilden in jedem
einzelnen Falle eine Gruppe. Daher kann ich mich auf meine allgemeine Theorie
der Transformations-Gruppen stiitzen (Gottinger Nachrichten 1874, N°© 22, Archiv
for Math. og Naturv. Bd. I. und III). Andererseits sttitze ich mich auf Untersuchungen
von Beltrami und Schliifli, nach denen die geodiitischen Curven immer dann und nur
dann durch eine lineare Gleichung dargestellt werden kionnen, wenn die betreffende
Fliiche constantes Krttmmungsmaas besitzt. Eine solche Fliche lisst sich daher derart
auf eine Ebene abbilden, dass ihre geodiitische Curven die Geraden der Bildebene
werden.

Indem ich diese beiden Theorien verbinde, gelingt es mir in diesem Paragraph
zu beweisen, dass die Transformations-Gruppe der geodiitischen Curven nur dann mehr
als drei Parameter enthalten kann, wenn die Fliiche constantes Kriimmungsmaas be-
sitzt. Mit den Fléichen von constantem Krilmmungsmaase brauche ich mich nicht niher
zu beschiiftigen. Denn nach Beltrami’s und Schlifli’s soeben citirten Untersuchungen
gestatten ihre geoditischen Curven jedenfalls eine achtgliedrige Gruppe, die durch
passenden Coordinatenwahl die lineare Gruppe der Bildebene wird. Und nach mir
konnen sie keine mehr umfassende Gruppe besitzen, da die lineare Gruppe der Ebene
in keiner mehr umfassenden Gruppe dieser Ebene enthalten ist.
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13. Ich werde jetzt successiv alle Gruppen von Punkt-Transformationen einer
Ebene betrachten. Ich stelle dabei die Forderung, dass die betreffende Gruppe eine
zweifach unendliche Curven-Schaar, die sick nicht durch lineare Gleichungen darstel-
len lisst, ungetindert lassen soll. Es ist klar, dass die geodiitischen Curven der ge-
suchten Flichen nur eine solche Gruppe besitzen kann, die diese Forderungen erfullt.

Lass mich zunichst in meiner Aufziihlung aller Gruppen der Ebene (Archiv
for Math. Bd. 3, pg. 138 u. s. w.) alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form
g, X(x)q betrachten. Liisst eine solche Gruppe eine zweifach-unendliche Curven-
Schaar invariant, so giebt es jedenfalls Curven in dieser Schaar, deren Gleichung sich
hinsichtlich y auflosen lisst. Sei y—f(x) eine solche Curve der Schaar. Alsdann
gehoren simmtliche Curven mit der Gleichungsform

y=sfl®)+a4bX

der Schaar, die hiermit vollstiindig definirt ist. Aber diese Schaar wird dargestellt
durch eine lineare Gleichung zwischen den Grossen y — f(x) und X. Gestatten daher
die geoditischen Curven einer Fliche die Gruppe ¢, X(x)g, oder eine Gruppe, die
diese zweigliedrige Gruppe umfasst, so hat die Fliche constantes Kritmmungsmaas.

Lass uns sodann alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form ¢, yq be-
trachten. Liisst eine solche Gruppe eine zweifach-unendliche Curven-Schaar invari-
ant, so sei y=f(x) eine Curve dieser Schaar. Alsdann gehoren alle Curven mit der

Gleichungsform
y=af@)+b

der Schaar, die hiermit definirt ist. Sie wird dargestellt durch eine lineare Gleichung
zwischen den Grossen y und f(z). Gestatten daher die geoditischen Curven einer
Fliche die Gruppe g, yg, oder eine Gruppe, die diese zweigliedrige Gruppe umfusst,
so hat die Fliche constantes Kriimmungsmaas.

Hieraus folgt, dass die Gleichung der geodiitischen Curven jedenfalls nur solche
Gruppen gestatten kann, deren simmtliche zweigliedrige Untergruppen entweder die
Form p, ¢ oder die Form p, zp 4 yq besitzen.

Hieraus schliessen wir, dass die Gruppe einer jeden Differential - Gleichung
2. 0. die nicht durch Punkt- Transformation in die lineare Gleichung y” =0 iiberge-
Siihrt werden kann, eine der folgenden Formen besitzt :

P P4 PyxTP+¥9; 4P TP +4Yq;

¢, pzp+(y+irx)q; p, xzp+yq, o'p+ (2zy+2y") ¢

Wenn dohker die geoditischen Curven einer Fliche, deren Kriimmungsmaas
nicht constant ist, eine Transformationsgruppe gestatten, so enthilt diese Gruppe jeden-
Sfalls nicht niehr als drei Parameter.
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§ 7.

Spiralfiichen mit mehreren conformen infinitesinalen Transformationen.

Ich bestimme jetzt alle Spiralflichen, die mehrere conforme inf. Transformatio- .

nen gestatten. Dabei kann ich nach dem Fritheren von den Flichen vom constanten
Krimmungsmaase wegsehen. '

15. Nach den Entwickelungen in § 2 kann ich annehmen, dass es unter den
inf. Transformationen &(x)p -+ n(y)q der Fliche keine giebt, fir welche entweder &
oder n gleich Null ist. Hieraus folgt, dass die r inf. Transformationen der Gruppe
sowohl die einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit = Const., wie die Mannigfaltigkeit
y=Const. durch eine r-gliedrige Gruppe transformiren. Folglich (Archiv for Math.
Bd. L, pg. 57) ist r<4, und also entweder gleich 2 oder gleich 3. Jedenfalls giebt
es 2 inf. Transformationen

H=§p+ne =5+ 04,
die eine zweigliedrige Gruppe bilden. Und dabei muss
Er+ung &p+1,9%0
sein, indem sonst (&, p, & p)=0 sein miisste, was
§2=00nst. §1=A§1
nach sich ziehen wirde; und dann besiisse die Transformation AH — H, die Form

7(y) g, was nach dem Vorangehenden nur miglich wire, wenn die Fliche constantes
Kriimmungsmaas bestisse. Wir konnen somit setzen

(§1p+ 4 §,1) + '/aQ) = Exp + N 9q
und

sptug=prp+4e Lp+mni=zptyg, ¢ =e"Plz—y)
Es handelt sich darum, die Griossen ¢ und o wenn miglich derart zu bestimmen,
dass die Fliche auch die Transformation zp -+ yg gestattet. Wenn wir die betref-
fenden Werthe in die Gleichungen (5)

d .d 1 d . d d
it =), FHET T =@
substituiren, so kommt
d d
142 4y 3 =90) =/=),
sodass @(y) =f(x)=m 41 sein muss. Und w ist bestimmt durch die Gleichung

dw dw
x E—}—y@:m:(bnst.,



wo statt w die Grosse ox - logd(x — y) zu setzen ist. Dies giebt

—_ (/14
(.t d)y) ! :
sodass ¢ —= 0 und

do — N
E—:"n%(_z_Ty) y P=K(—y)

sein muss. Hieraus fliesst der Satz.
Die Rotationsflicke, deren Bogenelement die Form
(29) ds' = K(x — y)"dzdy
besitzt, und die auf sie abwickelbaren Flichen sind die einzigen, deren geodiitische

Curven zwei conforme inf. Transformationen gestatten.
Das Kriimmungsmaas dieser merkwiirdigen Fliiche ist gleich

K2
(@ ==
Ist daher m = — 2, so ist das Krimmungsmaas counstant, sonst aber nicht.

16. Soll die Fliiche (29) noch eine dritte inf. Transformation &)p+ 5(y)q
gestatten, so missen sowohl die drei Transformationen p, zp, &p, wie die drei Trans-
formationen ¢, yq, 7q eine dreigliedrige Gruppe bilden. Also konnen wir (Archiv
for Math,, Bd. 1., pg. 57) setzen: &=z’ n=y’ und diese Werthe mtissen in (5)
eingesetzt werden. Dies giebt

2Z+Z’%°+y”i—';=¢(y), 2y+z’%+y";—';=f(x)

wo ¢°=(z—y)" zu setzen ist. Also kommt

m m m m
) 2a:-|—:z:’.z—_—y—y'z—_—y=¢p(y), 2y+w'-¢-:‘;/—!/’z_y=f(“’)
un ,

2z —y) =9(y) —fl=), 9(y)=B—2, fle)=B—2z
2E+m)(z+y) =235,

woraus folgt, dass m=——2 sein muss. Aber dann hat die Fliiche constantes Krtim-
mungsmaas. Also

Ausser der Flichen mit constantem Kriimmungsmaase giebt es keine Fliiche, deren
geodiitische Curven mehr als zwei conforme infinitesimale Transformationen gestatten.

Verlangt man, dass das Bogenelement der Fliche e*=—(z — y)" nicht allein
bei der Transformation p 4 ¢, sondern aunch bei der Transformation zp-|yq inva-
riant bleiben soll, so findet man (§ 2, n. 5) dass m =—2 sein muss. Dies liesse sich
tibrigens unmittelbar daraus schliessen, dass eine Fliche, die sich in zwei Weisen in
sich ohne Ausdehnung verschieben lisst, constantes Krtimmungsmaas haben muss.

und
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§ 8.

Spiralfiichen, die der zweiten Flachen-Classe angehoren.

In diesem Paragraphen bestimme ich alle l‘lachen die gleichzeitig der ersten
und der zweiten Classe angehoren.

17. Da die gesuchte Fliiche der zweiten Classe angehoren soll, so kann ich
immer setzen '

¢ =y 9(@) 1 P,
und es soll moglich sein, wenn ich setze: y'= Y (y), 2'= X(x), die Form
e =" Pz —y) (e = Const.)
zu erreichen. Dies giebt die Bedingungs-Gleichung
[V (') + P(a)] ¥'(g) X'@) = e ¥(e — y) = W,

aw

da+d

ist. Setze ich daher: ¢X'=f(x), &X' = F(x), so erhalte ich zur Bestimmung
von den drei unbekannten Funktionen Y, / und F die Relation

LYY+ Y P+ L (VY4 Y F)=w(YY'f+ Y'F)

oder entwickelt

wo

(30) YYf+YF4+XYY' + Y —0YY)f4 (Y —a0Y)F=0.
Bestiinde nun keine Relation der Form
(31) Const. f” 4 Const. F’ - Const. f -+ Const. F=0,

so mtssten die Grosen YY’', Y, YY"+ Y?*—wYY und Y"—owY’ simmtlich
verschwinden, so dass Y —Const. kiime. Dies ist indess unmoglich, und daher kén-
nen wir annehmen, dass f’, F', f und F durch eine oder mehrere homogene lineare
Relationen verbunden sind. Dabei ist zu bemerken, dass wir von dem Falle, dass f
und F durch eine Relation der Form F—Const. f—=A.f verbunden sind, wegsehen
konnen. Denn dann kime
o= (YY' + AY) fla),

sodass die Fliche developpabel wire. Es bestehen daher jedenfalls nicht mehr als
zwei Relationen der Form (31). Existirt auf der anderen Seite nur eine solche Re-
lation, so ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Form Y’(4A-} BY) identisch verschwin-
det, ohne dass die beiden Constanten 4 und B selbst gleich Null sind. In diesem

Falle wire daher ¥ =—Const.,, was an und fiir sich unmoglich ist.
4%
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In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen der Form
f=of+BF, F=yf+JF.
Durch Einfithrung dieser Werthe in (30) kommt
82) YY'4+ Y4+ (e—w)YY' 4yY' =0, Y'"4+BYY 4 (d—w) Y' =0,
woraus durch Elimination von Y” folgt .
Y4 yY' 4+ (e—NYY —f Y'Yy|=0
und da Y’ =0 ist, .
Y4+y+(e—8Y—pY'=0.
Durch Differentiation kommt |
Y"+(a—3d)Y' —28YY' =0,
woraus durch Vergleichung mit (32,2) folgt
c—d=J0—w, 0=2—a, =0.
Bei der weiteren Discussion ist es nothwendig die beiden Fille; & Z ¢ und

J =« separat zu behandeln.
18. Sei zuniichst & > a. Alsdann werden die drei Gleichungen

J =qf, F'=7f+(’F, Y=@F—a)Y—y
in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt

B —a
Jf=Be", F=Me""+—a~~_zae“‘, Y:a—l—‘—z-l—Ae"' ”,

Und zwar ist hierbei zu bemerken, dass diese Integral-Gleichungen auch dann gilltig
bleiben, wenn entweder @ oder J' verschwindet. Also kommt

e — e(IJ—a)z [A’ B(J _ a) es(a—a)«._.)_l_ A M(J _ a) e(J—a)(y—z)],

oder durch Wegwerfung des unwesentlichen Faktors (J — )4, indem wir darnach
AB gleich 1 setzen
% — W —m)z [ei(J——-a)(y--z)_'_Me(t‘—a)(y—z)].

Es steht zurlick zu untersuchen, ob die hiermit gefundene Fliiche, die nach ihrer
Form eine Spiralfitiche ist, wirklich zugleich der zweiten Flichen-Classe angehort.
Nach den Regeln des Paragraphen 3 fihren wir die Grosse e®— als neues y ein.
Hierdurch kommt

e*=ye* 4 Ne*

Wir miissen versuchen die Gleichungen (14) zu befriedigen. Es ist

d; — x P 1 az N z
] ——ye“-{—Ne", n_—ye + -"* e" +7l(‘l/),
welchen W erth Wil‘ in (14,1+2)
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befriedrigen die Relationen (14) identisch, und dabei bleibt sogar die Constante ¢,
unbestimmt.

Die gefundenen Gleichungen erhalten eine sehr bemerkenswerthe Form, wenn

wir die Grosse ¢’ als neues z einfiihren. Alsdann wird

w0 3 2 z’y
(35) e*=ycr+ N, §= 5 — 0% 1,:-2---—|—Na:-|—cly.

" Unsere Fliche gestattet, da ¢, eine arbitriire Constante ist, die beiden infinitesimalen
Transformationen
1 1
H=zp—yq, H=352p+|52y+Nz|q,

unter denen die erste nur aussagt, dass die Fliche auf eine Spiralfiliche (Rotations-
fliiche) abwickelbar ist.

Nun aber ist klar, da der Ausdruck yx-} N hinsichtlich y und z symmetrisch
ist, dass unsere Fliche zugleich die inf. Transformation

1 1
Hy=|5y'z+Ny|p+ 5 ¥'q

gestattet. Mehrere Transformationen kann unsere Fliiche, deren Kriimmungsmaas nicht
constant ist, nicht gestatten (§ 6). Also missen H , H, und H, eine Gruppe bilden.
Und in der That ist

(H,H)=2H,, (HH)=2H,, (H,H)=N'H,.
Da unsere Fliche eo ipso die inf. Transformation H,-{ H, gestattet, so gehort sie zu-
gleich unserer dritten Flichen-Classe. Also

Die Fliicken, deren Bogenelement die Form ds*— (xy—+ N)dxdy besitzt, gehi-
ren gleichzeitig unseren drev Flichen-Classen.

19. Sei jetzt d—a = 0. Alsdann werden die Gleichungen
f=ef, FF=yf+oF, Y'=—y
in ‘allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt
f=DBe*, F=yBze* De"", Y=—yy+e

Dabei kann man ohne Beschriinckung B—=1, ¢=0, y-=—1 setzen. Also wird
e*=¢c"(y+ D)—=z e, wo D ohne Beschriinckung gleich Null gesetzt werden kann:
e —=e"(y — x).

Diese Fliiche ist nach ibrer Form auf eine Spiralfliche abwickelbar. Es fragt sich,
ob sie zugleich der zweiten Klichen-Classe angehtrt. Wir miissen versuchen die
Gleichungen (14) zu befriedigen. KEs ist

dy,

eﬂz az az
h=e(y—a), y=" y— 2+ 4y,
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und dabei erkennt man wie frither, duss n(y) eine lineare Funktion von y ist: =(y)
=c,y+c,. Nun ist

d .d o, d
(36) (%—f)e”+5;l(a—;e +u dy =0,
also kommt
Cte—f |-+ i(ay—0) 1) e+ (G y- G s+ G ayde | er =0
woraus

P az " az . «ar v ur ea‘
(37 -e;—+cl—f+a5+-e—a~+01:0, ——m(%—}-cl——f)—(am—}—l)g—%z—k;;—i—c,:()
und also wird

- eaa:

§=E, +clw+c,

Diesen Werth und den Werth von # substituiren wir in die Gleichung

(33) 6 4 — % =/@)+ o).

Dies giebt
5% o | =f@) + ol f@=5% +L
Diesen Werth substituiren wir in (37,1), wodurch kommt .
—4 e_a'+cx—'L+ea" +a61m+aca +e—a"+61=07

was indess eine contradictorische Gleichung ist. Dic Annakme 8 =a ZV giebt so-
mat Nichts.

Y

20. Sei endlich / =a=0. Alsdann werden die Gleichungen
=0, FF=yf, Y'=—y
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt
J=B, F=yBz+}+C, Y=—yy+3, e*=4"B(y—=)—y(BI+C),
oder ohne wesentliche Beschriinckung

dy

ew=y_x:da:

Man findet :
Ko
n=Yyr— —2——{—61]/-'—6,,
und durch Substitution in (36)
. z?
@t o, =)y —2)— s yo— G +oy+e=0

woraus
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.z
f=2z+2¢, §i= 9 F-cz4c,
und durch Substitution in (38)
6@ +c,) — (@ +c)=2(z+¢,) 1+ 9@)
was jedoch eine contradictorische (leichung ist. Die Annakme &—=—a=0 giebt so-
mat Nichts.

21. Ich werde zeigen, dass es ausser der gefundenen Flichenfumilie e*=xy-- D
keine Flichen giebt, deren geodiitische Curven zwei oder mehrere inf. Transformatio-
nen der Art 35: 0, ZZ 2 0 besitzen. Fur jede solche Fliche kénnen wir nemlich
setzen '

=yf@)+ FE), S@=1, =, =g, Yy L=
Ich behaupte, dass Y(y) eine Constante ist. Wir setzen
dy =YY dy,
und fiihren darnach y’ als neues y ein. Alsdann soll der Ausdruck = (yf/+ F)
bekanntlich die Form y’ (p(a:)—[—(b(x) besitzen. Es ist also

(yf+F) ;5,=y’¢+4’,

woraus durch Differentiation hinsichtlich y’, indem ich der Kurze wegen setze

! = Y(x), :_—_ ¥(z), y=Y,(¥),

dy
dy’

T

folgt
d sy ay;’

dy’()xyx)w_{_?djn ¥=1

Bestinde nun ‘keine Relation der Form: Ay 4 B¥-4-C=0, so misste 1 gleich
Null sein, was an und fliir sich umnoglich ist. KExistirte andererseits mehrere solche
Relationen, so ki#me

Const. y = Const. ¥, Const. f = Const. F,
und dann wire die Fliche developpabel, welchen Fall wir ausschliessen kimnen. Also
existirt ezne Relation der Form: Ay 4 By=1, woraus folgt, dass
Yy’
o =7
Y/ Y/=Ay' + A4, Y,/ =By B,

y=Y,=Cy'+C,
dy “1
dy'_('_VY

d v
& (NI =4,

und endlich
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F*4af+BF=0, f'+yf+IF=0.
Durch Einsetzung folgt
(39) YYy'4+3YY'+vYY 4aV' =0, Y"'43YY 4 BY =0,
und durch Elimination von Y’
3Y'Y —0Y'Y' 4 (y—pBYY' +aY =0,

woraus durch Division mit Y’ und Differentiation -

3Y"—2¢YY' 4+(y—p)Y' =0,
woraus durch Vergleichung mit (39) folgt, dass =0, y=4f ist. Zur Bestim-
mung von f, F und Y erhalten wir somit die Gleichungen

(40) fr=—4Bf, FF=—BF—af, Y'=—BY— 3,

bei deren Integration wir verschiedene Fille separat behandeln mtssen.
23. Lass uns zuniichst annehmen, dass 320 ist. Alsdann werden die
Gleichungen (40) in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen

Y=— g4+ Gsin(yVB+7), f=Lsin@zVp+2),
F= J Lsin(zxW;+z)+M8in(xV/3‘+,u),

woraus folgt

e =)GL5111(2.1,]/[3—}—).)8111(3/]/[)‘—{—/ + Msin(z )3 —I—‘u)iGVﬂwS JV/—3+7),

oder da wir ohne wesentliche Beschriinckung G=1, L=1, [)‘ =1, =0, y=0
setzen konnen:
e*=14}sin2z.sin 2y + Msin (x4 u)cosy.

Um zu untersuchen, ob diesc Fliche der zweiten Classe angehort, fuhren wir sin y
als neues y ein. Alsdann kommt '

e"’o=sin2z.y+M8in($+!")= 3‘:

und durch Integration hinsichtlich =

cos Z.z

n=— ——y— Mcos(x+4u)+c,y+ecs,

wo die Integrationsconstante bekanntlich eme lineare Funktion von y ist. Ich sab-

stituire in die Gleichung ( A — f(x) ) -|—g e* 47 ;; e*=0. Dies giebt

¢y — °°_°2"" —f) .sin 2:1:—}—Msm(z—|—‘u)) +¢& (2ycos2x+Mcos (z—{—,u))
+(— -cq';2fy—M.cos(x—|—‘u)+c,y+c,)sin2x=0,
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woraus durch Zerlegung und Auflssung

(6 =) in (4 ) — (;;_cos(”,,)) sin 2
cos (z 4+ u) — 2sin (v + p) cotg. 22 ’
JS=2¢,—cos2z 42 cotg. 2z . §.

Auf der anderen Seite besteht bekanntlich (14,2+3) eine Relation der Form:

&
6 Z) _ %’; =f(x)+ ¢(y), wo ¢(y)=Const. sein muss. Also kommt
:;_f:_E— 2 cos 22 — 2 cotg. 2z &.

Diese lineare Differential-Gleichung integriren wir und finden somit, dass & die Form

H— Ecos2z 4 cos?2x
25in 22

Ire

besitzen muss. Und da diese Form mit der frither gefundenen identisch sein soll,
kommt

(H— Ecos 2z -+ cos® 22)  cos (z 4 1) sin 2z — 2sin (@ + p) cos 2 )

=2sin’2x%(c‘— E(f;;f)sin(a:—}—,u)—r (-;}—co.s(a:—{—-y)) sin2a:= y

woraus

(H— E(2cos’z—1)4 (2 cos’*z — 1)’) (— 2 cos®z 4 2)cos u

Zoos’z+1

=8(1—cos’x)cos’:ccosp(cl — 2c08% -2 ).,

Mecos p
(E— E(2cos*z — 1) 4 (2 cos’z — 1)’) (—— 2(1 —cos’x) — 2 (2cos’x— 1)) sin u

=8 (1 — cos’x) cos’z ((c,— -2008.;—_1-) —2(1— cos’a:))sin u.

Wiire nun sowohl cosp wie sinu verschieden von Null, so kiime
6,=0, H+E+1=0, _2E_4=4(c,+_;.),

3
Cl—"'

H+E+l=—4 2

, 3
) : —211,—4—_-4(0,—-2-)—4,

welche Gleichungen indess contradictorisch sind. Also muss entweder sing oder
cosu gleich Null sein. Ist sinu=0, so wird .e*=sin2x.y+} Msinz, oder wenn
wir cosz als neues z einfithren: '

e =—2zy— M,

sodass wir die in dem vorangehenden Paragraphen gefundene Fliichenfamilie, die

wirklich gleichzeitig unseren drei Flichen-Classen angehort, wiederfinden.
H*
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Ist cosu=0, kommt e*—y.sin2x+4 Mcosx, oder wenn wir sinz als neues
z einfilhren: e*=2zy-} M, sodass die Hypothese cosu=—0 dieselben Flichen,
wie die Annahme sinpg =0 liefert.
24. Sei jetzt 3=0. Alsdann werden die Gleichungen
JS'=0, FF=—af, Y'=— '%
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen

f=Az+B, Y=— L2y 4 fyty, F=—ed% —aB% 4 CatD
Also wird, wenn wir )" als neues y einfithren
e"=-3-2 =y(Ax—|—B)—|—(—— '%4 xd — %B- z!+ Cz+ D),
q:y(A -‘?2’<+B:c+E)—|—(— o z=‘+0-§+pz+F).
Wir substituiren in die Gleichung .

d » - d ) d w0
(d.;] f(x))e +§.w'e +1);l—ye =0.
Dies giebt

0=—_(A i”2»2—|—Bz—|—E—f) (v(4z+B)—as * —aB “521+0x+p)
-i:(Ay—aA‘-1:2-’-—aBm+C)§+(Az+B)(y(Ax—2’-+B:1:+E)—aA;‘—:—aB%’+C%’+D:c+F),

| (A7”2’v—|-Ba:—|;E—f)(Aa:—|—B)—|—A§—|—(Aa:—|—B)(A7-’—21+Bx—|—E)=O,
(41) ) (A”;;+Bx+.E—f)(_aA'”6’_a3§+0z+p)+(_m'“;_aBero)g

4

'+ (424 B)—ad§—aB '+ (54 Dzt F|=0.

Andererseits ist 6 %; — %j =f(x)+ ¢(y), woraus
2 dE
(42) 6(A'32-—|—Bm—|—E)-—-d-;=f(x)—|-L. .

Nun aber ist (41,1) (Ax+B)f=2 ( A %’ —|— Bz + E) (Axz+ B)4 A% Also kommt

durch Elimination von f

4 A';—{—Ba:-f—I'})(Ax—|-B)—(Aa:—|—B)—'§=A§+l(Aa:—|—B).
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(43) %((Az+B)§)=4(A§—|—Bz-|—E (Az+ B)— L(dz -+ B).

Setzen wir nun zuniichst voraus, dass A =0 ist, so konnen wir 4A=1,
B=0 setzen. Also kommt

$(§x)=2x“+4Ez—Lx, a:§=—, _|._4E L 2+ K,
woraus

= 4E L K d§_ oo 4E—L K

== 3+ o +m’ d:z 9 +__~—‘. _;7

Also wird (42)

foy= g T 5
Wir substituiren die gefundenen Werthe von f(z) und & in (41,2). Alsdann wird der
Coefficient von z® gleich — 23; a. Und folglich ist die Grisse a gleich Null. Also
wird e*=yz+ Cx—+ D oder da wir C=0 setzen kinnen:

2 3 K
e*=yx+ D, 1;=3/£2-»—l—Ey—|—Dx—|-F, §=%—|—Gz—|—; )

wobei wir zur niheren Bestinmung der Constanten die gefundenen Werthe in (41,2)
substituiren konnten. Dies ist indess unnothwendig, da wir schon im vorangehenden
Paragraphen die allgemeinste infinitesimale Transformation der Fliche e*—=yz4 D

bestimmt haben.
Sei jetzt A=—0. Alsdann kionnen wir B= 0 annehmen, indem die Fliche

sonst developpabel wire. Insbesondere kinnen wir B—1 setzen. Alsdann wird
e =y— 52"+ Cat D, n=yz+K)— o245 2* 4Dz F;
3 -
@:4(3:—}— Ey—L, §=22"4+4E—Lz+ K, f=2=z+E).

Wir substituiren diese Werthe in (41,2), und bemerken dabei zuniichst, dass der

. . 5 . .
Coefficient von z* gleich — § o ist, sodass ¢ =0 sein muss. Also kommt

_(z+E)(0z+D)+C(2m=+(4E—-L)x+K)+0£2’.+Dx+F=0
sodass C=0, und somit die Fliiche developpabel wird.

25. Gestattet eine Fliche die beiden inf. Transformatlonen $ip+1n.9 und
§2p+n:g, WO
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so gestattet sie zugleich die Transformation (&, &;)p+ (7. +7%:) ¢ und gehort somit
sowohl der dritten wie der zweiten Classe. Die einzige Flichenfamilie, die dieser An-
nahme entspricht, ist daher e*=yx- .

§ 10.
Bestimmung aller Spiralflichen, die der dritten Classe angehoren.

Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle Spiralflichen zu finden, die zugleich
der dritten Classe gehoren, kann ich yon denjenigen schon bestimmten Flichen, die
zugleich der zweiten Classe angehoren, wegsehen. Zugleich kann ich wegsehen von
den Flichen e*=(x—y)", die 2we’ conforme inf. Transformationen gestatten.

26. Hiernach kann ich annehmen, dass die gesuchce Fliiche nur eine Trans-
formation &(z)p+75(y)q, etwa p-4 ¢, und eine oder mehrere Transformationen

d 1
sptng, wo 520, F20

gestattet. Nach meinen Untersuchungen tiber Transformationsgruppen kann ich dabei
immer annehmen, dass p4¢q und §p47¢ eine 2weigliedrige Gruppe bilden:

(P+¢ fptng=a(pt+9+eaEp+n9.
Ist hierbei &, Z 0, so fithre ich statt p+¢ und §p—+g die beiden Transformatio-
nen —81- (p+¢ und ép+nq9+ :1, (p+¢) ein. Hierdurch erkenne ich, dass ich
2 2

wenn &, Z 0 ist, immer ohne wesentliche Beschriinckung &, —1, ¢, =0 setzen kann.
Ist dagegen &,—=0, so fithre ich, wenn &, Z 0 ist, statt §p+ ¢ die Transformation

eI, (6p+7nq) ein, und erreiche hierdurch dass ¢, gleich 1 wird. Endlich ist es

denkbar, dass gleichzeitig &, und &; gleich Null sind. Hiernach kénnen wir uns auf
die Betrachtung von den drei Fiillen

(p+49 sp+19=0; (p+¢ sp+n9=pr+9 (P+9 sp+n9=5p+nq

beschriincken.
27. Ich setze (p+4q, $p+n9) =¢p-+q), woraus folgt
di | dE dy | d
dx +—¢—i§=‘=§’ JZ+ r_l;/l:sn’

und durch Integration, indem man die unwesentlichen Integrations- Constanten weg-

ltsst,
§=fle—y) ez, n=9x—y)+ey.
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§'=3(w”+y”)10g(w"—|-y”)+(w”-—y”)log(x”—y’)i+Ny”-I-Xn(w”),
n'={(@"+y")log(z" +y") — (" —y")log(a” —y")| + Na" + Y(y")-
Zur Bestimmung von X, und Y, benutzen wir die Gleichungen
-’ - dx’ ” ’ o dy’ ”
Y=ig =y o (fe—ytex), i=ug=51Y (pe—3)+ey)-
Die erste giebt durch Division mit z”
g ” . ” ~ T A
3(1—!—%)10g(1+%7)+(1—%;)10g(1——i,,-)%+N{_—,,+2logx 4N Y 4 HED
” F az”
=5 (fa—y) +ez) =73 2%+ Flog 1
woraus
” X (z” x”
2 log 2" 4- 1) — 22 10¢ T+ P, (P= Const.)
X,(z")=—2z"logz"+ 5 = ﬂogw + Pz,
Eine analoge Rechnung giebt
Y,(y’)=—2y"logy”+g2f y” log;“'//z_—{—R. (BR=Const.).
Indem wir zu den Bezeichnungen in § 4 zurtickkehren, konnen wir setzen

‘P'=(x'+y")10g(w”+y’)+g(x”+y”), & = (z"—y")log (" —y") — -_(x —y")
(p"=log(x"—|—y”)+1+l_;, d":log(x’—-y”)_l_l_.‘l\f

N

¢ =, X' =—2z"logz" + log +P:l: y

y

x”

I1~+

r’”r
PI=

x

0 Y'=—2y"logy"+5 y"log -2%+Ry”-

Diese Werthe missen in die Fundamental-Gleichung (24) eingetragen werden. Hier-
durch kime eine algebraische Relation zwischen z” und y” und den folgenden Lo-
garithmen

log (2" 4-y"), log (@ —y"), logz’, logy".
Da dies indess unmioglich ist, so erkennen wir, das die Hypothese & 2= 0 keiné
Fliche liefert.

28. Lass uns sodann annehmen, dass « =0 ist. Alsdann kommt wie frither

s=flo—y)tez, n=dE—y)tey e =Mo—y)=X) F="Y0) L
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developpabel.  [die Annahme K* — L* =0 giebt daker jedenfalls nur developpable
Flichen. '

Sei jetst K=+L, z. B. K=-+ L. Alsdann kinnen wir ohne Beschrinck-
ung K=L=1 setzen. Also kommt, wenn ich i(z —y)=u'(x —y) setze,

dy;

; d§ , , - o
e"’:/.(x—y):d;z—d;_—..u(x—y), S=—uwx—y)+ X, 1=uwx—y+ Y.
Aber frither fanden wir §=f(c—y)+ ¢z, =@ —y)+ey. Also kommt

X'=¢x+te,, Y =cy+te,,
und wenn wir zu den Bezeichnungen in § 4 zurtickkehren:

L]

p"'=0, =0, d"'=—p'(x—y), P'=—u(xt—y), s=¢'+d'+ X', y=¢'—d'+Y".
Diese Werthe substituiren wir in die Fundamental-Gleichung (24) und erhalten da-
durch zur Bestimmung von u eine Gleichung der Form
2u—ex—y)+Pn" —4u*4yu' =0.
Um dieselbe zu integriren, setzen wir: u— &z —y)-43=v, woraus
2y " — 4+ 7"+ 9 =0,

welche Gleichung man nach bekannten Regeln integriren kann (N© 10).

Es 7st eo ipso etnleuchtend, dass alle Flichen, die man in dieser Weise erhiilt,

gleichzeitig der zweiten und der dritten Classe angehiren. Dabei verificirt man leicht,
dass die beiden Transformationen

H=p+g¢, Hi=(sa—u@—y)+R)p+(ey+uz—y+5)q

in der verlangten Beziehung stehen, denn es ist (H,H,)—¢H,.

29. Sei jetzt (p+9q, $p+79=Ep+1nq, woraus

dE | dE . dp | dy
aTay =% wtag=r
(44) §=efle—y) n=e9l=—y)

Da die Fliche eine Spiralflliche sein soll, ist e*=e* A(x—y), und da sie zugleich
der dritten Classe angehort, ist
' Lo dE . o d
X ==Yy
— Xe'f (@ —y) ==tz —y) = Yo' ¢/(z —y).
Also kann man, indem man mit K und L zwei Constanten bezeichuet, setzen
X___ Kl e(a—l):, ).'= Ll 6("_”'.

Nach den Regeln des Paragraphen 4 filhren wir neue Variabeln 2’y ein, indem
wir setzen



— 43 .

a-—l

de' =dz Y X = Ke® da:, dy =Le* " dy,

worans, indem wir den Fall a =1 ausschliessen

oK . oL °T7Yy
z”=$’+ﬂ=&_l—e : ) J '_‘J +/—&'_1 ! b
woraus
2 (a—1)a” 2 (a—1)y" -
w=, ylog gy ¥=, 18 5y
Nun ist

w__ e Qe dy e‘"l(r—r/) 23 @t < Of,
= G dy =  KI =e*Qx—y).

Und also kommt
2

2 ” N
ew':xna—l (.)(y”)=zliu—-l (')((U).
@&

Aber andererseits wissen wir, dass e die Form w(z"—4y")+4 ¥(z" —y”) besitat,

2 2
und dass daher le vy €7 — --it,,- e =0. Also findet man zur Bestimmung von O die
dir"? dy”?
Gleichung ' .
d* e 3—a dO 2 3—a
2 _ — o X . et —_—
(w 1) dw? a—1? «lw+a—1 a—lO—O’
3 3

deren allgemeine Lisung ist @ = L(1 4 w)*~ 4 M(1 —w)*~!, woraus folgt

_? aru
e =Lx"+y" )y 4 Mx" —y") i =& dy

. iU U . .
f= 7/=(.ly' , und also kommt durch Integration, indem wir den

Dabei i1st & = i

Fall «a= — 1 ausschliessen
» —1 ) et )
3 “__.__ Liz" +y" )a 1 : M(:,/ —y )X,

’ _1 ” ”a n:-_’-_l V43
r=tTh L +1M<:r — Y
Nun aber ist

" a4l
. dz’ a——l i
s=dz = 5 ef(:c— )—x IF(y)

) 1 akd ym
= et e gta =y 2]

Und also besitzen X’ und Y’ die Form
a+1 a41
X’:Rx""_', Y’=S””"_l’

von B und S zwei Constanten sind.
6*
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N Wir kehren jetzt zu den Bezeichnungen des Paragraphen 4 zurtick. KEs ist

] 2
o' =L@ +y )y, @ =—M(_x"—y">“-*,
a1 . at1
¢ =g Ly YT, ¥ = —yy
83—« 2 X $—a
Ay, er=— B My,

Diese Werthe sollen wir in die Bedingungs-Gleichung (24)
0=(4— X" — V") (9" — ") - 4(g"— ")
—2¢ ¢ 4 2'P" — X'(¢" — D) — Y'(¢"" 4 D)
substituiren. Dabei werden alle Glieder der hervorgehenden Gleichung, ausgenommen

” ”

A(¢” — ") homogen hinsichtlich z” y” von Dimension %; withrend A(p"— ")

ai i 1st. Also schliessen wir zuniichst, dass 4 =0. Es ist
4

4 "y __ / 27 xllu__'i
¢ )

_4

(—4b" 2B’ : 2 = — 4 Sy ML W),

PN 1, 117 /I;.:i 1 Ez_i—l 2 ZL—‘:
(—X'g" = X9 =—RL[ 215 (140 4, 25 140,

homogen von Dimension

Ao,

4

R 'Z” N7 ra—1 1 ’1 2 :%‘:‘
(X7 " X'p™) : g"a= _RM[“+ (1— w)? —|-a_1(1—w) ],

‘L +1 2 a41 8—a
(_ Yll(pll_ )nq)///) s gpre— SL[“ 1 we™ 1(1+w)n 1__|_ e wa 1 (1+w)a—l]
: A 1 2 at1 3—a
(Y”d)ﬂ_ }’l(])lll) . xna-—q:__SM[a_j*__l a—l(l _w)a——l_ail_ w!? (l_w)a—1] H

und da die Summe der linksstehenden Glieder gleich Null ist, so verschwindet auch

. : . .. 2
die Summe der rechtsstehenden Glieder. Setzen wir jetzt zuniichst voraus, dass Pty

- keine ganze (positive oder negative) Zahl ist, so erkennen wir durch Reihenentwicke-
lung nach den Potenzen von w, dass die Summe der beiden letzten rechtsstehenden
Glieder gleich Null ist. In Folge dessen ist

S(L+ M)=0, S(L— M)=0

woraus, da L und 3/ nicht beide verschwinden durfen, folgt, dass S gleich Null ist.
Und da die Grossen =" und y” gleichberechtigt sind, schliessen wir, dass auch I
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gleich Null ist. Unsere Bedingungs-Gleichung reducirt sich daher auf die beiden
ersten Glieder, deren Summe nur dann verschwindet, wenn a gleich Null ist. Ist

andererseits - --—2~1 eine ganze negative Zahl (doch nicht — 1), so erkennt man ganz

ebenso, dass B und S gleich Null sein miissen, und dass jedenfalls nur die Annahme
a=0 eine Losung unseres Problems liefern kann.

Die Annakme a =0 Uefert die Fliche
e L 4 M
S RECENE
die auf eine Rolationsfiiiche abwickelbar ist, und gleichzeiirg der dritten Classe an-
gehort.

. 2 . . \
Da die Annahme (= 1 auf den schon frither ausgeschlossenen Fall
. . 2 . .
a— —1 fithren wiirde, so steht jetzt nur die Annahme, dass w_ { ©ne ganze posi-

tive Zahl ist, zuriick. In diesem Falle werden simtliche Glieder unserer Bedingungs-
Gleichung ganze Funktionen von w. Elementare Ueberlegungen zeigen, dass &-E- =1

M—=—7L sein muss. Hiermit erhalten wir die Fliche (§ 7, N° 15)
e’ =z 41y,

die drei verschiedene infinitesimale Transformationen
. 3 . 2 ,a? 31
H =p+iq, Ho=zptyq, Hy= 7z’+zwy+%)p+(z%+wy+ v
gestattet.  Man verificirt leicht, dass dieselben eine dreigliedrige Gruppe bilden.
Die frither ausgeschlossenen Fiille =+ 1 liefern, wie ich bei einer anderen
Gelegenheit niber nachweisen werde, keine Lisung unseres Problems. Im Uebrigen
behalte ich mich vor, einige im Vorangehenden angeregten Iragen®) zu behandeln.

December 1878.

*) Man kann verlangen, dass die Differential- Gleichung der geodiitischen Curven eine Lésung
der Form fo(xy)y'™+f,y™* + /4" + -4 fay' ™", wo m eine ganz beliebige Zahl, n eine

ganze Zahl, fo .« .fa Funktionen von xy bezeichnen, besitzen soll. Es ergiebt sich, dass es immer

ausgedehnte Flichenclassen giebt, die diese Forderung erfiillen, welche Werthe auch in und n haben
madgen. Ist 'm:——;— , n=1, so erhilt man die Rotationsflichen; ist m=—1, n=2, so erhilt

man die Liouvilleschen Flichen e*=y(z+ y)+ ¥(x — y); ist endlich m=0, n=1, so erhilt man
die Flichen e*=yq(z)+ @®(z); u. s. w. Dies giebt ein neues Classifications-Princip der Flichen.
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